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Introduction

Les rythmes euclidiens proposent une mathématisation 

de la musique. Leur principe est simple : répartir les 

notes le plus régulièrement possible dans le temps. 

Les rythmes d’Euclide 

Histoire

Tout commence vers 300 av. J-C : Euclide regroupe des 

résultats de plusieurs mathématiciens et formalise l’un des 

plus anciens algorithmes de l’histoire : l’algorithme d’Euclide.
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Algorithme  d’Euclide

Il permet de trouver de façon efficace le PGCD entre deux entiers 𝑛 et 𝑘 grâce à 𝑃𝐺𝐶𝐷 𝑛, 𝑘 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑘, 𝑟) , 

où r est le reste de la division de 𝑛 par 𝑘

Étapes : 

1) Prendre deux entiers 𝑛, 𝑘 avec n ≥ k 

2) Calculer le reste en effectuant la division

   euclidienne entre n et k

3) Reproduire les étapes 1 et 2 en remplaçant

   (𝑛, 𝑘) par (𝑘, 𝑟) jusqu’à obtenir 𝑟 = 0 

4) Dernier 𝑘 ≠ 0 est le PGCD
𝑃𝐺𝐶𝐷(25,15)  = 𝑃𝐺𝐶𝐷(15,6)  = 𝑃𝐺𝐶𝐷(6,3)  =  3

Construction des rythmes euclidiens

1) 𝑛 = 13,  𝑘 = 5
2) 13 = 2 × 5 + 3 → 𝑟 = 3
3) 5 = 1 × 3 + 2 → 𝑟 = 2
4) 3 = 1 × 2 + 1 → 𝑟 = 1

EuclidienNon-euclidien
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Groupe

Un groupe est un ensemble 𝐺 muni d’une opération interne et partout 
définie " ∗ " tel que :
• Il existe un élément neutre 𝑒 ∈ 𝐺 : ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑒 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑒 = 𝑔 
• Tout élément g ∈ 𝐺 a un inverse 𝑔−1 ∈ 𝐺 : 𝑔 ∗ 𝑔−1 = 𝑔−1 ∗ 𝑔 = 𝑒
• L’opération est associative : ∀𝑔, ℎ, 𝑘 ∈ 𝐺, (𝑔 ∗ ℎ) ∙ 𝑘 = 𝑔 ∗ (ℎ ∗ 𝑘)

Les rythmes d’Euclide 

Relation d’équivalence et action de groupe

La relation d’équivalence ~ sur l’ensemble 𝑋 satisfait les propriétés 
suivantes:
•  Réflexive : ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥~𝑥 
•  Symétrique : 𝑥~𝑦 ⇔ 𝑦~𝑥 
•  Transitive :∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑥~𝑦 𝑒𝑡 𝑦~𝑧 ⇒ 𝑥~𝑧
Un groupe 𝐺 peut agir sur un ensemble 𝑋 :
𝑔 ∙ 𝑥 = 𝑦 pour 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , 𝑔 ∈ 𝐺. Ceci crée une relation d’équivalence: 
𝑥~𝑦 ∃𝑔 ∈ 𝐺: 𝑔 ∙ 𝑥 = 𝑦
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Groupe diédral D3

Classe d’équivalence, orbite et quotient

La classe d’équivalence de 𝑥 ∈ 𝑋 est l’ensemble ҧ𝑥 = 𝑦 ∈ 𝑋 𝑦~𝑥}, 𝑥 est alors un représentant de 
cette classe (attention, 𝑥 n’est pas unique).

L’orbite de 𝑥 sous l’action de 𝐺, 𝑂𝑥 = {𝑔 ∙ 𝑥|𝑔 ∈ 𝐺} est la classe 
d’équivalence de ~. Les orbites partitionnent 𝑋.

Le groupe quotient
𝑋

𝐺
 est l’ensemble des classes d’équivalences.

𝑋

𝐺
 est le nombre d’orbites de 𝑋.

Remarque

Le fixateur de 𝑔  est l’ensemble des colliers qui restent invariants par symétrie.
𝐹𝑖𝑥 𝑔 = 𝑥 ∈ 𝑋 𝑔 ∙ 𝑥 = 𝑥}

Soit 𝐺 un groupe fini agissant sur un ensemble X. Alors
𝑋

𝐺
=

1

|𝐺|
σ𝑔∈𝐺 |𝐹𝑖𝑥 𝑔 |

Collier bicolore

Le groupe des symétries diédral agit sur l’ensemble 
des rythmes à n temps et à k notes.

Exemple de 3 classes d’équivalences.

Lemme de Burnside
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Rythme équilibré 

Un rythme équilibré est un rythme dont le centre 
géométrique du polygone coïncide avec le centre 
du cercle. Dans le plan de Gauss, le centre 
géométrique s’exprime comme la somme des 
points.  

Les rythmes d’Euclide 

Les polygones réguliers 

Les polygones réguliers sont évidemment des rythmes 
équilibrés. Si on prend les racines de l’unité, c’est-à-
dire les solutions complexes de l’équation 𝜁𝑛 = 1, pour 
un 𝑛 donné, on sait qu’elles se placent sur un cercle de 
rayon 1 dans le plan de Gauss. Ainsi, le centre de 
masse vaut 

1 + 𝜁 + ⋯ + 𝜁𝑛−1 =
1−𝜁𝑛

1−𝜁
= 0, 

c’est-à-dire que le rythme associé à un polygone 
régulier est un rythme équilibré.
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Rythme équilibré Rythme non-équilibré 

Les rythmes réguliers, un monoïde pour chaque valeur de n 

Les rythmes réguliers à n temps forment un monoïde, en prenant la 
somme (naturelle) de rythmes.

• La somme de rythmes équilibrés est un rythme équilibré
• Associativité 
• Existence d’un neutre (le rythme nul)
MAIS pas existence d’un symétrique pour tout rythme 

Remarque

Les polygones réguliers forment des rythmes euclidiens.  

Théorème (Milne, 2017)

Un rythme équilibré est une somme positive ou négative de polygones 
réguliers (et donc sont la composition de rythmes euclidiens).

Attention

La réciproque est fausse !
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